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Dedicatoria

En aquest complicat any 2021 volem agrair la confianca que han tingut, pel que fa a la proposta
de la prova Cangur, el professorat i els centres que la van organitzar el dia 18 de marc i van fer
possible la participacio en el concurs de més de 90 000 estudiants a Catalunya.

La Prova Cangur s’emmarca en una iniciativa internacional, liderada per 1’associacié Kangourou
sans Frontieres, creada a Franca ’any 1991 i que actualment té una vuitantena de paisos com a
socis, amb representacié nacional catalana a través de la Societat Catalana de Matematiques.

Amb el Cangur, volem transmetre als estudiants de tots els nivells el goig de fer matematiques
proposant-los exercicis que van més enlla dels continguts estandard del curriculum, que representen
un desafiament interessant i engrescador i que, fins i tot després del concurs, poden representar
moments de trobada per a la familia.

La prova Cangur és el resultat de tot un any de feina. Propostes inicials dels paisos, miting inter-
nacional, adaptacié dels enunciats... Tot un repte que la comissié Cangur de la Societat Catalana
de Matematiques tira endavant amb dedicacié admirable any rere any i que és capag de superar
situacions especialment dificils i incertes com la d’aquest any 2021.

En aquest llibret trobareu referencies al Cangur 2021 i també un parell de propostes fantastiques
d’entreteniment matematic: unes pinzellades d’un llibre sobre illusions optiques de ’equip de Franca
de Le Kangourou i un recull de problemes de geometria. Compte, que, si us hi engresqueu molt,
poden ser addictius!

Gracies una altra vegada per la confianca collectiva en el Cangur. Ja mirem amb ganes la propera

edicig, la XXVII, en que ja esperem poder oblidar-nos de restriccions i avancar decididament cap
a la normalitat.

DoLORS HERBERA

Presidenta de la Societat Catalana de Matematiques




Geometria sense formules

Comencem aquesta publicacié amb una proposta que ens sembla que és interessant.

Es tracta d’uns puzles geométrics que la professora anglesa CATRIONA AGG ha ideat i compartit en el
seu twitter https://twitter.com/Cshearer4l. En alguns casos «veureu» quina pot ser la solucié numerica
pero us animem a que proveu de demostrar-ho en general... i que ho feu per raonaments euclidians.

Potser pensareu que el GeoGebra us pot ajudar. Es ben cert, i si ho feu constatareu que, de vegades, arribar
a la construcci6 acurada ajuda a la demostracié general. Per si ja ho heu provat i no avanceu, en les darreres
pagines d’aquest fulleté s’inclouen idees-clau que us poden ajudar a trobar el cami de raonament.

L’autora ens envia una salutacié: « That sounds really exciting, please do use key ideas for my puzzles!»

1. Uns quadrats en un quadrat gran d’area 36. 2. Un hexagon regular pintat de colors
Les sis zones acolorides tenen la mateixa area. Hi ha més color blau o color vermell?
Quina és la mesura total de I’area acolorida? En quina proporcié?

4. Els tres angles so6n iguals.
Quina fraccié del rectangle esta acolorida?

—4— son dos segments iguals

5. Dos hexagons regulars. 6. Un quadrat descompost en cinc rectangles,
Quant fa I’angle indicat? tots de la mateixa area
Quina es l'area del quadrat?

7. Dos poligons regulars. 8. Un hexagon regular i dos triangles isosceles.
4 Si ’area de I’hexagon és 30, quant fa larea

Quin és el perimetre de la regié ‘ !
que no esta coberta per cap dels triangles?

acolorida? (un poligon de 13 costats)

A\




9. Tres rectangles iguals, d’area 4. 10. Dos triangles equilaters iguals.
Superposats de manera que els punts marcats Quant fa I’angle marcat?
sén punts mitjans dels costats curts.
Quina area total cobreix el dibuix?

?

-ﬁ
11. Tres rectangles. 12. Dos rectangles i un quadrat, d’area doble
Quin de tots tres té I'area més gran?? que la del rectangle vermell.

Quant fa l'altura del rectangle verd?

?
12—
13. Un hexagon descompost en tres parts. 14. Quatre quadrants de cercle en un cercle.
Coneixem ’area de dues de les parts. Quina part de l'area del cercle ocupen?

Quina és ’area desconeguda?

15. Dos triangles equilaters. 16. Quadrat, semicercle, quadrant de cercle.
Quina és la mesura de 'angle? Longitud del segment de tangent comuna
al semicercle i al quadrant?

e —
T
_ ]
17. Dos triangles equilaters. 18. Dos quadrats, un d’area doble que.
El més gran de tots dos té area 5. Paltre. Quant fa ’angle assenyalat?

Quina és 'area del triangle acolorit?




20. Un decagon regular descompost en quatre
triangles i un hexagon. Quin percentatge

19. Dos estels en un hexagon regular.
de l'area del decagon és groga?

En coneixem les arees.
Quina és 'area del quadrilater groc?

T

22. Dos rectangles iguals en un semicercle.

21. Tres rectangles iguals.
Quant fa I'angle indicat? Quant fa I’angle?

=

23. Dos quadrats i un semicercle.
Quina és ’area acolorida total?

24. Perimetre de cada quadrat, un terg del

perimetre del triangle.
Fracci6 acolorida de I'area del triangle?

& ‘b »

25. La linia vermella és perpendicular 26. Un, dos i tres semicercles en un semicercle.
als dlametfes dels tres semicercles. Quin és el percentatge acolorit en cada cas?
3 N . . 7
Quant fa 1"area groga? Que vindria després?

28. Un cercle, un semicercle i dos triangles

27. Quatre quadrats grisos i un triangle blau.
Quin dels dos triangles té ’area més gran?

El quadrat de baix a I’esquerra té area 5.
Quina és 'area del triangle?




Alguns problemes triats

Hem demanat a les noies i els nois que han obtingut premi de podi en el XXVI Cangur, o premi en els
concursos telematics (la XIV Olitele i la XI Maraté) que triin un problema del concurs que han fet amb
exit 1 que ens diguin la idea-clau que els ha ajudat. En les pagines segiients podeu trobar la seleccié que
han fet i les idees que han donat.

Cangur de Primaria

5¢. Nil Sanyé Sanchez (Escola .. . . .
y, ( 5. A la constellacié Cangur, totes les estrelles contenen un niimero més gran que 3 i la seva suma
Guerau de Liost, Les Franque- i 5 : ; h s 5
és 21. Quina d’aquestes és la constellacié Cangur?

ses). Vaig eliminar les constel- A) Q) D) E)

bre més petit que 4 (B,CiE) i
després ja només calia sumar.

5e. Llibert Cabrero (Thau, Bar-

lacions que no tenien cap nom-
15. Tenim cinc cartes com les que es veuen en la figura i les repartim

celona). He anat sumant dife- o
) . , en dues capses. Si sumem els nombres de les cartes que hem posat 2 3 5
rents nombres agrupats i només i : : .
a cada capsa, obtenim el mateix resultat. Quina carta ha d’estar a
ha quadrat quan he sumat 2 +

: la capsa on hi ha la carta del 47
3+5i4+6.
A) Ladel 3 B) Ladel5 C) Ladel50ladel6 D) Ladel6 E) No es pot saber.

5¢. David Barajas Alcalde (Fre-
deric Mistral-Tec. Eulalia). El
vaig resoldre amb 'operacié de
la resta, una per a saber la me-
sura del bloc petit i després una
altra per a la resposta.

6. Irene Calderén (Escola Qua-
tre Vents, Sant Jaume dels Do-
menys) Després de mirar-lo bé, A) 12 B) 14 C) 16 D) 20 E) 22
em vaig adonar que sols havia

de fer unes restes.

18. En aquest gratacel hi ha quatre escales de seguretat contra incendis. L altura
de les escales esta marcada a la part superior de cadascuna d’elles. Quina és
Ialtura de l'escala marcada amb I'interrogant?

5&. Duna Polo (Escola de Llers).
Em vaig imaginar que muntava

. . ferents: negres, blancs 1 grisos. Les imatges de la dreta
les peces blanca i negra, i ales- i i : : ) - .
mostren com sén la part blanca i la part negra que el for- 's

21. Hem fet un ortoedre amb divuit cubs de tres colors di-

horgs mlrava. quina de les cinc men. Quina de les imatges segiients correspon a la part
opcions encaixava per fer la fi- erisa?
gura.

5¢. Queralt Diaz (Tecnos, Ter- L . . R
22, En Pau té cinc joguines: una pilota, un joc de blocs, un videojoc, un

rassa). Aquest p r.oblema. efn va trencaclosques i un cotxe. Posa cada joguina en un prestatge diferent de Prestatge 5
fer pensar molt i per aixo em la prestatgeria. La pilota esta més amunt que els bloes i més avall que el Prestatge 4
va agradar. Vaig fer un dibuix cotxe. El videojoc esta directament a sobre de la pilota. A quin prestatge Prestatee 3
del prestatge i vaig anar escri- no es pot collocar el trencaclosques? —

. . . Prestatge 2
vint, en les possibles variants, =

les inicials dels objectes als di-
versos llocs on podien anar.

Prestatge |

A) 1 B) 2 Q) 3 D) 4 E) 5

6e. Marc Serrapinana (Aula).
P ( ) 16. El cangur tenia, per dinar, tres branques amb 20 fulles cadascuna. Es va menjar algunes fulles

Vaig veure que entre les dues de la primera branca. Després, de la segona branca, es va menjar tantes fulles com quedaven a

primeres vegades es V.a Inen:jar la primera. Finalment, de la tercera se’'n va menjar dues fulles. Quantes fulles sense menjar van
una branca (20 fulles) i per aixo quedar entre les tres branques?
en total en va menjar 22 i ja A) 20 B) 22 ) 28 D) 32 E) 38

només cal restar de 60.

Ignacio Gonzélez (Oak House,
Barcelona). Em sembla molt di-
vertit i interessant. La idea que
em va facilitar la resolucié va
ser la d’utilitzar algebra.




6e. Berta Uria (Maristes Sants-
Les Corts). Vaig anar mirant di-
ferents rectangles de la figura,
ajuntant-los de dos en dos. D’a-
questa manera, pensant que 1’a-
rea és base per altura, vaig tro-
bar la solucié.

24

. 'Ires rectangles de la mateixa altura es colloquen com mostra la

figura. Dintre dels rectangles s’indiquen les seves arees respec- C ? D
) < >
tives. Si el segment AB mesura 6 cm, quant mesura el segment
CcD?
12 cm?| 18 cm? 22 cm?
A) 85cm B) Tem C) S8cm
82c 75¢ ¥
D) ¢ m E) 7.5cm 1 Scm i

Cangur de primer d’ESO

Joan Puig Cortina. (Institut Montserrat
Roig, Barcelona). No sabria triar els prob-
lemes que més m’han agradat pero m’ho
vaig passar molt bé fent-los. Vaig fer servir

el raonament logic per resoldre’ls.

Ricardo Batanero. (Sant Anto-

i Maria C1 C 13). El 9. En cadascun dels cince quadrats de les opcions de resposta s’han dibuixat segments de recta. Els extrems
n1 Maria aret, Corne a’)’ dels segments son o vertexs del quadrat o punts mitjans d’altres segments. En quin dels cine casos esta
problema que més m’ha agra- =5, e N

i o ennegrida — part de I'area del quadrat gran?
dat és el 9 i I’he respost sabent, 8
. f ] A) B) ) D) E)
com a idea fonamental, que un
quadrat i un rectangle es poden '
dividir en dos triangles iguals.
Marc Castella (Casp - Sagrat - - - . ! . ,
( P g 29. Tenim un cub que te I'aresta de 7cm de lull}.‘,l!ll(l. En cada una de les sis cares d aquest cub tracem,

Cor de Jesus). Em va agradar el
problema 28, pero encara més el
29. Per resoldre’l vaig dibuixar
el cub que em descrivia I’enun-
ciat i aixi, fixant-m’hi bé, vaig
poder comptar els petits cubs
que quedaven amb pintura ver-
mella en alguna cara.

en vermell, les dues diagonals. Després tallem el cub en petits cubs, cadascun amb 'aresta d’1 cm de
longitud. Quants d’aquests petits cubs tenen pintura vermella en alguna de les seves cares?

A) 54 B) 70 C) 84 D) 78 E) 62

Cangur de segon d’ESO

Pol Riera Brufau (Montsessori
- Palau). El problema que he
triat és el 18, perque vaig haver
d’imaginar els engranatges com
en la vida real.

18.

La figura de la dreta mostra la posicid inicial de tres rodes dentades, una de 10 dents i les altres )
dues de 13 dents. Cadascuna de les rodes té una dent negra. Quina de les imatges segiients / g
mostra la posicié de les rodes, indicada per les dents negres, quan la roda més petita de les '.
tres ha fet exactament una volta en el sentit de les agulles del rellotge? .
A) B) C) D) E)
& A L A
. . . . . . S & . .
ey . " viigr

Arnau Bulach Masgrau
(Institut Joaquima Pla i Farre-
ras. Sant Cugat del Valles). El
que he fet ha estat aplicar fér-
mules de calcul d’arees i he in-
tentat trobar la solucid calcu-
lant arees de formes geometri-
ques que no figuraven en la pre-
gunta pero que ajudaven a re-
soldre-la.

20.

L’area del quadrat gran fa 16 cm? i I'area de cada quadrat petit (negre) fa 1cm?. Quina és
I'area de la part grisa?

A) 3em? B) -cm? C) % cm? D) 6cm? E) 4cm?

Arnau Fabra Barcel (Institut
Les Planes. Santa Barbara).

Per a resoldre’l vaig pensar que
si hi havia 3 colors diferents de
cangurs podia mirar quin coin-
cidia en els multiples de 3, en
aquests més un i, finalment, en
aquests menys un.

25.

Es disposen en fila 2021 cangurs de colors i es numeren de 1'l al 2021. Cada cangur és de color gris, vermell o
blau. A qualsevol grup de tres cangurs consecutius hi ha cangurs dels tres colors. En Bernat ha anotat els colors de
cinc cangurs: el cangur 2 és gris, el cangur 20 és blau, el cangur 202 és vermell, el cangur 1002 és blau i el cangur
2021 és gris. Només una de les seves anotacions és erronia. Quin és el mimero del cangur del qual no ha anotat
correctament el color?

A) 2 B) 202 C) 1002 D) 20 E) 2021




Cangur de tercer i quart d’ESO

3r. Izan Membrive Zurita (Ins- 5
. 16. Cinc quadrats estan situats com mostra la figura. L’area del quadrat petit fa 1cm®. Quina
titut de Santa Coloma de Far- ; g 1 Hsse Q

és la longitud /, expressada en cm? M

ners). \

A) 3 B) 4,5 C) 35 D) 4 E) 4,2

Vaig expressar algebraicament els costats dels quadrats i vaig descobrir que la distancia que resulta si restem el costat del quadrat
més gran i h és un valor sense importancia, perque el costat de cada un dels quadrats d’area desconeguda és un nombre natural
(1, 2, 314) més aquesta distancia.

3r. Arnau del Rio (Institut Joan
Mercader, Igualada).

17. Quina és la xifra de les unitats de 22021 4 520217

A) 9 B) 7 G4 D) 8 E)1

La idea-clau per a aquest problema és que en una suma de nombres gegants, si només vols la xifra de les unitats, pots ignorar la
resta de xifres. En la multiplicacié reiterada igual, perd en aquest cas encara és més facil, perque les poteéncies de 5 acaben en 25
(només a partir de 52, dbviament) i els miltiples de 2 segueixen un patré, i aleshores cal fer 'exponent 2021 modul la llargada
del patré. Trobo que és un problema molt interessant que a primera vista sembla molt més dificil del que realment és.

3r. Arnau Noguera (Institut Es- ) , o ) .
Albert. St Vi de M 28. En un bosc hi ha 21 elfs que sempre diuen la veritat i 2000 trols que sempre menteixen. Un mag va dividir 2020

teve €rt, ceng de von- d’aquests 2021 éssers en 1010 parelles. Es va preguntar a cada ésser si la seva parella era elf o trol. 2000 éssers van

talt). El problema més divertit contestar que les seves parelles eren elfs i 20 van contestar que eren trols. Quantes parelles de dos trols hi havia?

1 que em va agradar més era el A) 995 B) 980 Q) 085 D) 1000 E) 990
ntimero 28, el dels trolls.

Per poder-ho resoldre vaig haver de fer totes les combinacions possibles. La clau és saber qué diuen quan hi ha una parella mixta.

4t. Alexia Escudero Ribé (Institut Morell. Esterri d’Aneu.) La idea clau va ser veure que només els elfs que tinguin de parella
un troll i els els trolls que tinguin de parella un elf respondran que la seva parella és un troll.

4t. Nil Leg (Escola Pia de Ter-

16. Una tira de paper rectangular de dimensions 4x13 s’ha ple-

rassa)' Valg VC.uI‘C que. O\l dObICC. gat com mostra la figura. Les arees dels dos rectangles que Q
formava un trlangle isosceles i es formen (P 1 (), compleixen P = 2@). Quant val x? 13
llavors es podia saber que 4 dels !
y . N 4 P 1
13 d’un costat es podien elimi- 45° |
nar i em quedava 9. Es creaven A5 B 42 065 D)6 E)5S T T
dos rectangles un el doble de
gran que l'altre i amb una equa-
cié vaig obtenir la resposta.
4t. Roger Lidén (Escoles Min- L ) . o
lla. Badal Vai 25. A D'interior d’un rectangle de 3 x 7 hi ha dibuixat un quadrat de costat 1. Els
guella, bada Ona‘) - valg rapnar costats d’aquest quadrat son parallels als del rectangle i els vertexs del quadrat
que la resposta no dependia de s'uneixen als del rectangle, tal com es mostra en la figura. Quin és el valor de
la pOSiCié del quadrat i V&ig es- la suma de les arees dels quatre triangles negres? 3 1
tudiar el cas en que el quadrat o) s B 7 o 4 D) 5
. y 7
petit es troba a una de les can- ) 45 ) ) )5 7

E) Depén de la posicié del quadrat a 'interior del rectangle.
tonades del rectangle. ) Dep I 1 °

4t. Adriana Aguilé (Aula). Per . . . . . . . - ,

, , g ( ) 29. En Llufs caminava per un pont i va sentir un xiulet; es va girar i va veure que I’Andreu era al principi del pont i
resoldre’l m’ha resultat un punt que corria cap a ell. Si en Lluis hagués caminat 150 m cap a I’Andreu, s’haurien trobat exactament al punt mitja
clau que en el temps en que en del pont. Pero en Llufs va continuar caminant endavant i I’Andreu va seguir corrent, tots dos en el mateix sentit

Llufs torna enrere 150m I’An- de c1{culac10 i, aleshores, %Andrmrl va at'rapar en Ll}ns _]IISF quan tOtF dos armbav'en al ﬁnalvdel pont. Suposa}nt
1 itat del pont que '"Andreu corre a velocitat constant, 1 que en Lluis camina a velocitat constant i que hauria anat a la mateixa

dreu corre la meita . velocitat si hagués tornat enrere, calculeu quina és la longitud del pont.

Com que inicialment en Lluis A) 600m B) 9001 C) 300m D) 450m E) 750m

no va 150m cap a la meitat,

siné uns altres 150m cap en-

davant observem: Andreu a mig

pont i Llufs a mig pont + 300.




Maraté de problemes

Laia Abio (Institut de Sant Pol S

de Mar). La idea clau per resol- 3. Es demana que dedueixis quin és el valor de la suma dels tres angles
dre’l va ser localitzar dos trian- de color morat en funcid de l'angle «
gles on s’establien relacions en-

tre els angles morats, ’angle a

i un angle auxiliar. Les sumes

dels angles de cada triangle em

van donar dues equacions i aixi :
vaig trobar la relacié entre o i =
els angles morats. )

N\

Alexia Escudero Ribé (Institut Mo-

AN 6. iti i i ue el resultat de calcular
rellé. Esterri d’Aneu). Quants nombres enters positius de quatre xifres tenen la propietat q

el producte de les seves quatre Xilres te com a maxim tres divisors enters positius ?

(ésadirqueté 1,02 03 divisors)

La idea clau per a mi va ser que només els nombres de la forma p o p? (amb p un nombre primer) tenen 3 divisors o menys, i
també 1", amb n natural, tindra menys de 3 divisors, ja que 1™ sempre tindra un sol divisor.

Ruben Carpenter (Institut Escola Costa i Llobera, de Barcelona; Helena Folia (Institut Jaume Balmes de Barcelona) i Roger
Lidén (Escoles Minguella, de Badalona) han escollit el problema 10 de la maraté.

Ruben i Helena indiquen que la clau

per resoldre’l era veure que ABQ i 10. En el paral-lelogram MNPQ hem dibuixat les diagonals, que es tallen en el punt C. El punt 4 és el punt

mitja del costat QM i el segment PA talla la diagonal ON en el punt B. Si I’area del triangle ABQ és de 2,75

cm?, pots deduir quina és I’area del paral-lelogram MNPQ?

Nota: En cas afirmatiu hauras de respondre el valor de l'area de MNPQ; en cas negatiu hauras de respondre
no i donar el valor maxim que pot tenir 'area.

PBN sén dos triangles semblants i
aixo permet relacionar ’area del pa-
rallelogram i la del triangle.

Roger Lidén pren com a idea basica Q ) P
el fet que B és el baricentre del tri-
angle MQP, i llavors 2AB = BP.

Concurs telematic Olitele

Hugo Lladré (IES Francisco Figueras Pacheco, Alacant); Roger Lidén (Escoles Minguella, de Badalona); Raquel Trull (Institut
Jaume Viens Vives,Girona), i Roger Bargallé (Institut Jaume Viens Vives,Girona) han escollit el problema 6 de I’Olitele.

Hem mesurat cinc costats consecutius d’un hexagon circumscrit a una circumferéncia, 1 hem obtingut, en
aquest ordre, 5, 9, 8, 71 10 unitats. Quantes unitats mesura el sis¢ costat de I’hexagon?

A part que Raquel Trull diu que va enfocar el problema de manera diferent a com seria tradicional, les idees concretes que
s’expliquen van en la linia de considerar el fet que la distancia del punt de tangencia al vertex és la mateixa per ambdds costats.
Aleshores amb un calcul algebraic es dedueix que la suma de la longitud dels costats alterns (”parells” i ”senars”) en un hexagon
circumscrit a una circumferéncia és la mateixa. La solucié del problema a partir d’aci és senzilla.

Abel Salinas (aula Escola Europea)
va triar el problema 9 de 1’Olitele i
ens diu que per a solucionar-lo, la
idea clau és que la regi6é a linterior
del triangle equilater que conté tots
els punts pels quals les distancies a, b
i ¢ poden ser els costats d’un triangle
també té forma de triangle equilater.

En un triangle equilater de costat 11 marquem els punts que divideixen cada costat en 11 parts iguals i, a
partir d'ells, sempre a distancies iguals, completem un conjunt de punts com en un geopla triangular.

Per cada punt P que hem dibuixat calculem les distancies a, b i ¢ de P als costats BC, C4 1 4B,
respectivament. Es pregunta, per quants dels 78 punts que hi ha al geopla, les distancies a, b i ¢ poden ser
els costats d'un triangle.




Cangur de batxillerat

(de 1r). Joan Tubert Mascort
(Institut de Cassa de la Selva),
va triar el problema 30 i diu
que «hi havia moltes preguntes
interessants, per no dir totesy.
Per a resoldre’l feia falta trobar
el patré que es segueix, i un cop
saps que has de trobar, a par-
tir de les informacions que et
dona el problema vas aplicant
la logica fins que obtens la re-
sposta.

30. Tenim 2021 boles collocades en fila i numerades de 'l al 2021. Cada bola esta pintada d’un dels quatre
colors seglients: verd, roig, groc o blau. En qualsevol grup de cine boles consecutives n’hi ha exactament
una de roja, una de groga i una de blava. Després d’una bola roja sempre hi ha una bola groga. Les boles
numerades amb el 2, el 20 i el 202 sén verdes. De quin color és la bola 20217

A) Groga B) Roja C) Verda D) Blava E) No es pot saber.

(de 2n). Alex Rodriguez Garcia
(Institut Jaume Vicens Vives),
dubtava entre el problema 18 i
el 19 «perque al darrera hi ha
una idea intuitiva basica d’allo
que s’estudia a topologia i una
equacié diferencialy . Va triar
finalment el 19 i diu:

Cal imaginar la situacio i és for-
ca divertida i la idea-clau ha es-
tat valorar ’esfor¢ que ha de fer
el gos per treure una volta del
rotlle si aquest és molt gran, i el
que ha de fer quan el paper del
rotlle esta a punt d’acabar-se.

19. Un gosset juganer agafa 'extrem d’'un rotlle de paper hi-
giénie i s’allunya a una velocitat constant. Quina de les
funcions segiients descriu millor el gruix y del rotlle en
funcié de la longitud = desenrotllada?
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(de 2n). Gabriel Isaac Badia Es-
tany (Institut Josep Brugulat,
Banyoles) exposa com a idea-
clau el fet d’adonar-se que per a
cada nombre natural n es com-
pleix que f(n) = (f(1))" i a
partir d’aquest fet s’arriba a la
solucié.

23. f(z) és una funci6é de nombres reals que compleix f(z +y) = f(z)- f(y) i f(1) = 2. Quin és el valor de
Pexpressié segiient?

1) 1) F(2021)
f) " f@ T f(2020)
A) 22020 B) % C) 2020 D) 2021 E) Cap de les respostes anteriors

(de 2n). Joan Vila Minana
(Institucié Cultural del CIC,
Barcelona)

24. El poliedre representat té dotze cares pentagonals regulars i les altres cares
son triangles equilaters o quadrats. Cada aresta dels pentagons és comuna
a una aresta d’'un quadrat i cada aresta dels triangles també és comuna a
una aresta d'un quadrat. En Joan escriu un 1 a cada triangle, un 5 a cada
pentagon i un —1 a cada quadrat. Quina és la suma total dels nombres
escrits en el poliedre?

A) 80 B) 60

(o

E) 120

Vaig estudiar quantes arestes compartien cada parella de formes geometriques i a partir del fet que els pentagons només compartien
arestes amb els quadrats vaig deduir el nombre de quadrats; després amb el nombre d’arestes d’aquests quadrats que quedaven
sense ocupar vaig poder deduir el nombre de triangles.

Gracies per les vostres intervencions!!!



XXVI Cangur de la SCM. Dades globals

Nombre de centres

Centres diferents inscrits en el Cangur 2021: 916.

Per zones geografiques:

593 de la provincia de Barcelona (dels quals 140 de la ciutat de Barcelona); 132 de la provincia de Girona; 70 de la provincia de
Lleida; 120 de la provincia de Tarragona i 1 de la Franja de Ponent.

Pels tres nivells d’organitzacié del Cangur:
en el Cangur de primaria: 484 centres; en el Cangurl23 (1r, 2n i 3r d’ESO): 600 centres; en el Cangur de 4t I’ESO, batxillerat i
CF: 530 centres.

El Cangur 2021 es va convocar en el context dels condicionants derivats de la COVID; és per aixd que si comparem el nombre de
centres participants, 916, amb els de 'any 2019, en que es va assolir el maxim de cnetres paritcipants, amb 1136, s’ha de valorar
com un exit el fet d’haver convocat ’activitat i és imprescindible valorar ’esperit de collaboracié dels centres i el professorat i dir
ben fort: gracies!!!.

Cada centre inscrit podia optar per desenvolupar el Cangur com una activitat propia del centre o bé participar-hi com a concurs;
aquesta segona opcié va ser molt majoritaria i a ella fan referencia els nombres de participants que tot seguit es detallen.

Nombre de participants en el concurs: 93 868

(quantitat de concursants pujats a la base de dades.)

Cangur de primaria: 24 648 participants
Cangur de 1r, 2n i 3r A’ESO: 52674 participants
Cangur de 4t i batxillerat i CF: 16 546 participant

Per zones geografiques:

68 488 participants de la provincia de Barcelona (dels quals 21 108 de la ciutat de Barcelona);
10907 de la provincia de Girona; 3871 de la provincia de Lleida; 10571 de | provincia de Tar-
ragona i 31 participants de la Franja de Ponent.

XXVI Cangur de la SCM. Dades estadistiques de cinque d’EP

Nombre de participants: 12304

Nombre de centres que han participat en aquest nivell: 376

11



Mitjana (sobre 120): 59,7 punts

Mitjanes de les puntuacions per tercos:

20,7 + 21,4 + 17,5 punts

Puntuacié del millor 1%: 102,5 punts
Puntuacié del millor 6%: 90 punts
Puntuacié del millor 10%; 85 punts
Tercer quartil, millor 25%: 73 punts
Mediana: 58,75 punts

2500
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1000

500

0 10 20 30 40 50 60 70 80 9 100 110 120

Analisi de les respostes a alguns problemes

Problema amb el percentatge més gran d’encert i més petit d’error:
e Problema 8: encert 88,70 % ; error 7,45 %; en blanc 3,85 %

Problema amb el percentatge més gran d’error:

e Problema 23: encert 16,24 %; error 69,87 %; en blanc 13,89 %

Els problemes 11 17 (que és de 5 punts) han obtingut uns percentatges similars, potser sorpre-
nents, pel tant per cent d’errors I’'un i per tant per cent d’encert, I’altre:

e Problema 1: encert 55,62 %; error 37,55 %; en blanc 6,87 %
e Problema 17: encert 55,14 %; error 37,32 %; en blanc 7,54 %

Percentatges d’encerts per grups de problemes i globalment

en blanc

16. 18 %
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XXVI Cangur de la SCM. Dades estadistiques de sise A’EP

Nombre de participants: 12344

Nombre de centres que han participat en aquest nivell: 380

Mitjana (sobre 120): 53,2 punts
Mitjanes de les puntuacions per tercos:
17,9 4+ 16,2 4+ 19,1 punts

3000

2500

Puntuaci6 del millor 1%: 100,75 punts 1500
Puntuacié del millor 6%: 84,5 punts
Puntuacié del millor 10%; 78,5 punts "
Tercer quartil, millor 25%: 64,75 punts T e

Mediana: 51,25 punts 0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 110 120

1000

Analisi de les respostes a alguns problemes

Problema amb el percentatge més gran d’encert i més petit d’error:
e Problema 3: encert 86,37 %; error 11,88 %; en blanc 1,73 %

Problema amb el percentatge més gran d’error:
e Problema 11: encert 20,57 %; error 70,66 %; en blanc 8,74 %

Els problemes 8 i 24 (un de 3 punts, l'altre de 5) han obtingut uns percentatges similars:
e Problema 8 : encert 27,38 %; error 51,25 %; en blanc 21,34 %
e Problema 24: encert 27,09 %; error 46,65 %; en blanc 26,24 %

Percentatges d’encerts per grups de problemes i globalment

| de3punts | de4punts | de5punts |

encert 58,01 % 38,48 % 33,92 %
32,74 % 51,18 % 44,45 %

en blanc 9,22 % 10,31 % 21,50 %
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XXVI Cangur de la SCM. Dades estadistiques de primer d’ESO

Nombre de participants: 19 345

Nombre de centres que han participat en aquest nivell: 475

Mitjana (sobre 150): 56,0 punts

Mitjanes de les puntuacions per tercos: . — 1

20,9 + 16,6 + 18,5 punts 3000 —

Puntuacié del millor 1%: 106,25 punts 2000

Puntuacié del millor 6%: 88,75 punts 1500

Puntuacié del millor 10%; 82,25 punts 1'-th' 4|_I7

Tercer quartil, millor 25%: 68,25 punts (:

Mediana: 53’5 punts 0 10 20 30 4D S50 GO 70 8O 90 100 110 120 130 140 150

Analisi de les respostes a alguns problemes

Problema amb el percentatge més gran d’encert i més petit d’error:

e Problema 2: encert 92,57 %; error 5,51 %; en blanc 1,92 %

Problema amb el percentatge més gran d’error:

e Problema 13: encert 25,24 %; error 68,17 %; en blanc 6,59 %

Problema amb el percentatge més petit d’encert:

e Problema 26: encert 7,09 %; error 64,50 %; en blanc 28,41 %

Problema que és una sorpresa pel baix percentatge d’encert:

e Problema 12 : encert 11,66 %; error 64,49 %; en blanc 23,85 %

Percentatges d’encerts per grups de problemes i globalment

| de3punts | de4punts | de5punts |

encert 54,30 % 29,72 % 24,10 %

3717 % 51,32 % 48,29 %
en blanc 8,53 % 18,96 % 27,61 %
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XXVI Cangur de la SCM. Dades estadistiques de segon d’ESO

Nombre de participants: 17490

Nombre de centres que han participat en aquest nivell: 468

Mitjana (sobre 150): 51,6 punts

Mitjanes de les puntuacions per tercos: I

17,8 + 19,8 4+ 14,0 punts 2000
Puntuacié del millor 1%: 98,25 punts zzz
Puntuacié del millor 6%: 80,75 punts 1500
Puntuacié del millor 10%; 75 punts 1000
Tercer quartil, millor 25%: 62,5 punts 502
Mediana: 49,75 punts Ofi0 20 30 40 S0 60 70 80 9 100 110 120 130 140 150

Analisi de les respostes a alguns problemes

Problema amb el tant per cent més alt d’encert i amb menys errors:

e Problema 1 : encert només del 69,1 %; error 23,2 %

Problema que és una sorpresa pel percentatge d’error:
e Problema 2 : encert 37,26 %; error 56,59 %; en blanc 6,15 %

Problema que és una sorpresa pel percentatge d’encert:
e Problema 17 : encert 63,96 %; error 29,62 %; en blanc 6,42 %

Els problemes 9 i 22 obtenen uns percentatges similars:
e Problema 9 : encert 26,32 %; error 49,02 %; en blanc 24,75 %
e Problema 22: encert 25,49 %; error 45,60 %; en blanc 28,91 %

Percentatges d’encerts per grups de problemes i globalment

| de3punts | de4punts | de5punts |

encert 44,25 % 35,91 % 14,65 %
41.30 % 45,31 % 48,64 %

en blanc 14,46 % 18,78 % 36,71 %
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XXVI Cangur de la SCM. Dades estadistiques de tercer d’ESO

Nombre de participants: 15839

Nombre de centres que han participat en aquest nivell: 482

Mitjana (sobre 150): 51,5 punts

Mitjanes de les puntuacions per tercos: 4000 o
23,1 + 14,5 + 13,9 punts 3500 N
3000
Puntuacié del millor 1%: 94,25 punts 00
Puntuacié del millor 6%: 77,5 punts o
Puntuacié del millor 10%; 72,0 punts 1000
Tercer quartil, millor 25%: 61,0 punts 502
Mediana: 50,0 punts OR0 2 040 3 60 E0 5 100 T L0 B0 10 B0

Analisi de les respostes a alguns problemes

Problema que és una sorpresa pel percentatge d’error:
e Problema 2 : encert 37,35 %; error 57,10 %; en blanc 5,56 %

Problemes amb els percentatges més petits d’encert:
e Problema 26: encert 6,75 %; error 53,82 %; en blanc 39,44 %
e Problema 28: encert 6,41 %; error 56,61 %; en blanc 36,98 %

El problema 21 obté millors percentatges que el 8:
e Problema 8 : encert 29,41 %; error 53,86 %; en blanc 16,73 %
e Problema 21: encert 35,67 %; error 51,43 %; en blanc 12,89 %

Percentatges d’encerts per grups de problemes i globalment

| de 3punts | de4 punts | de5 punts |

encert 59,67 % 24,27 % 15,04 %

31,82 % 52,61 % 50,39 %
en blanc 8,51 % 23,11 % 34,85 %
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XXVI Cangur de la SCM. Dades estadistiques de quart d’ESO

Nombre de participants: 10619

Nombre de centres que han participat en aquest nivell: 437

Mitjana (sobre 150): 54,1 punts
Mitjanes de les puntuacions per tercos:
24,4 + 14,5 4+ 15,2 punts

Puntuacié del millor 1%: 97,55 punts
Puntuacié del millor 6%: 80,75 punts
Puntuacié del millor 10%; 76,25 punts
Tercer quartil, millor 25%: 63,75 punts
Mediana: 52,25 punts

3000

2500

2000

1500

1000

500

o]

[

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130

140 150

Analisi de les respostes a alguns problemes

Problema amb el percentatge més petit d’encert:
e Problema 21: encert 4,93 %; error 66,92 %; en blanc 28,15 %

Problema amb el percentatge més gran d’error:

e Problema 15: encert 15,44 %; error 67,64 %; en blanc 16,92 %

Problema que és una sorpresa pel baix percentatge d’encert:
e Problema 7 : encert 9,07 %; error 53,66 %; en blanc 37,27 %

Problema que és una sorpresa pel percentatge d’encert:
e Problema 23 : encert 46 %; error 38,22 %; en blanc 15,77 %

Percentatges d’encerts per grups de problemes i globalment

| de 3punts | de4punts | de5punts |

encert 62,86 % 24,66 %

26,86 % 53,06 %
en blanc 10,27 % 22,28 %

16,90 %
46,15 %
36,95 %
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XXVI Cangur de la SCM.
Dades estadistiques de primer de batxillerat

Nombre de participants: 3772

Nombre de centres que han participat en aquest nivell: 265

Mitjana (sobre 150): 52,7 punts
Mitjanes de les puntuacions per tercos: 200 —
22,9 4+ 16,1 4 13,7 punts

1000

700
600

Puntuacié del millor 1%: 92,5 punts 500
Puntuacié del millor 6%: 78,0 punts :ZZ
Puntuacié del millor 10%; 73,25 punts 200
Tercer quartil, millor 25%: 62,25 punts “

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

Mediana: 51,75 punts

Analisi de les respostes a alguns problemes

Problema que obté el percentatge més alt d’encert, més baix d’error i també més baix de respostes
en blanc en el Cangur 2021:

e Problema 2 : encert 94,81 %; error 4,65 %; en blanc 0,54 %

Problema amb el percentatge més petit d’encert:
e Problema 26: encert 4,89 %; error 34,21 %; en blanc 60,89 %

Problema amb el percentatge més gran d’error:
e Problema 12: encert 18,11 %; error 58,44 %; en blanc 23,45 %

Problema amb el percentatge més gran de respostesen blanc:
e Problema 28: encert 6,41 %; error 32,01 %; en blanc 61,58 %

Percentatges d’encerts per grups de problemes i globalment

\ | de 3punts | de4punts | de5punts |

encert 58,12 % 25,26 % 11,57 %

28,67 % 40,74 % 38,43 %
en blanc 13,22 % 33,99 % 50 %
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XXVI Cangur de la SCM.
Dades estadistiques de segon de batxillerat

Nombre de participants: 2155

Nombre de centres que han participat en aquest nivell: 210

Mitjana (sobre 150): 45,6 punts
Mitjanes de les puntuacions per tercos: - ]
16,4 4+ 12,0 4+ 17,2 punts

Puntuacié del millor 1%: 85,0 punts
Puntuacié del millor 6%: 66,25 punts

Puntuacié del millor 10%; 61,5 punts '_ J
Tercer quartil, millor 25%: 53 punts : :

Mediana: 43,5 punts

Analisi de les respostes a alguns problemes

En aquest nivell tenim el problema amb el percentatge més petit d’encert en el Cangur 2021:
e Problema 28: encert 4,10 %; error 31,35 %; en blanc 64,54 %

pero també hi trobem un dels que ha tingut més encert:

e Problema 2: encert 93.0 %; error 8,1 %; en blanc, no arriba al 1%

Problema també amb un percentatge molt petit d’encert:
e Problema 11: encert 4,98 %; error 60,44 %; en blanc 34,59 %

Problema amb el percentatge més gran d’error en el Cangur 2021:
e Problema 19 : encert 22,01 %; error 71,09 %; en blanc 6,90 %

Els problemes 5 (de 3 punts) i 22 i 26 (que sén de 5 punts) han obtingut uns percentatges similars
d’encert, entre un 30 % i un 31 %.

Percentatges d’encerts per grups de problemes i globalment

enblanc | 2210% 3957 % | 5039 %
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Idees clau per als puzles geometrics de Catriona Agg

1. Imagineu la figura en una quadricula. Comproveu que el quadrat central (reunié de
dues zones acolorides) té efectivament area doble que cada un dels altres quadrats,
com ha de ser, i deduireu de seguida la solucio.

2. Talleu I'hexagon per la meitat i colloqueu les dues peces adossades.

Que podeu deduir?

3. Deduiu que el triangle remarcat gruixut és isosceles. Quant fa ’angle mar-
cat amb doble tra¢? Mireu de localitzar un triangle que és mig triangle
equilater, un triangle equilater i altres triangles isosceles i podreu acabar
el problema.

4. Quant fa cadascun del tres angles iguals de I’enunciat? Feu la perpendicular a
la diagonal, penseu en un altre angle igual als de ’enunciat i comprovareu que
hi ha tres triangles iguals que omplen mig rectangle.

5. Heu de saber quant fa un angle d’un hexagon regular. Aleshores, si us fixeu quina
propietat té el triangle més fosc en podreu saber tots els angles i obtindreu la
resposta al problema.

6. Compareu el rectangle del qual coneixem el costat 2 i el rectangle que s’ha enfosquit,
que resulta de compondre tres dels rectangles inicials. Queé veieu respecte les arees?
Que veieu respecte les bases? Qué podeu deduir per a 'altura?

7. Penseu en la mesura dels angles dels dos poligons regulars per a deduir quant
fa langle indicat en el triangle més fosc. Com que és isosceles (ho veieu?) 140°
podreu deduir-ne els altres angles. Passeu a buscar els angles del triangle gris
exterior als poligons i aix0 us permetra deduir la solucié.

8. Quina és 'area d’un triangle E? Ara compareu-ho amb el rectangle
remarcat gruixut, deduiu quina n’és ’area i penseu a quants triangles
H equival. Si ho raoneu, podreu arribar a la solucié del problema.

9. Quin us sembla que és el quart punt assenyalat? Aleshores el triangle enfosquit és

la clau per a relacionar I'area dels rectangles amb ’area de la zona que cobreixen.

"6°ST ‘92 ‘49 50ST ‘€/T ‘50% ‘[enS1 ey 1y,u 7 :sa1sodsay
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Cal coneixer una propietat que emprarem sovint: Un angle inscrit en una circumferéncia mesura la meitat
de l’angle central que correspon a l’arc que abasta.

10.

Traceu la circumferencia de centre O i en la figura teniu marcat un angle
en () i I’angle central corresponent. Deduiu-ne els valors; feu el mateix per
I’angle en R, i observeu el triangle PQR.

11.

Mirem dos rectangles en la posicio general dels que tenim
en el problema: un vertex comu i un vertex de cada un en
un costat de laltre.

Compareu el triangle gris primer amb un rectangle i des- /
prés amb 'altre. Qué deduiu?

12.

Els triangles enfosquits sén iguals; compareu, doncs, 'altura del rectangle de
I’esquerra i la base del de la dreta. L’area del quadrat és igual a ’area del
rectangle de la dreta (vegeu el problema 11) i valen el doble que I'area del
rectangle de 'esquerra. Ja ho teniul!

13.

Feu una simetria central del quadrilater d’area 2 respecte el punt mitja del costat
llarg i completeu la descomposicié de ’hexagon en triangles.

14.

Reordeneu els quatre quadrants de cercle en el quadrat que formen
els quatre punts que sén de la circumferéncia. Penseu aleshores en
la relacié entre I’area del cercle inscrit i el cercle circumscrit a un
quadrat.

15.

Primera figura) Els angles CAD i CBD 6n iguals i per tant
els punts A, B, C'i D determinen un cercle i ja podem pensar
en la mesura d’un angle inscrit

(Idea alternativa) Si tracem per D D'altura del triangle DBF

el teorema de Tales ens diu que els segments AB, DE i GF
son parallels i podreu reconeixer dos angles alterns interns.

16.

Traceu el segment AFE, perpendicular a la tangent comuna. Podeu saber quant
mesura. Després vegeu que els triangles ABE i1 M PN sén iguals. N

17.

Els angles v i 8 s6n iguals. Per tant també ho son els triangles CDA i CEB i
es pot deduir que AD és parallela a BC... i ara base x altura /2 per a 'area
demanada comparada amb la dels triangles donats.

“QIET 08 = ¢ g tspendt uos f g1 seysodsay

- N

20



18.

Penseu en la relacié entre el costat del quadrat gros i la diagonal del petit i raoneu
per que es pot fer la circumferencia de la figura. Després: angle inscrit en una cir- \
cumferencia per a trobar la resposta. ‘

19. Els dos estels sén semblants perque els triangles que els formen tenen V‘
els angles iguals. Com que la ra6 d’arees és 9, la ra6 de semblanga és
3. Vegeu, doncs, que una diagonal gran de ’hexagon queda dividida
en aquesta proporcié. Aixo vol dir que podem tracar dues diagonals
petites de I’hexagon com es veu a la segona figura i podrem comparar
I’area de I'hexagon amb la de 'estel gran.
20. Podeu descompondre el decagon en deu triangles iguals unint cada vertex amb el
centre. Raoneu que els dos triangles de color gris sén iguals; els dos triangles negres
també, i aix0 us permetra arribar a la solucio.
21. Traceu el segment marcat com a linia discontinua en la primera R N
. \
figura... i ja es comenta sola. 4 K \
. . =~ \ \
En la segona figura, hi veieu un quadrat? ! A ! \ \
\ N \ |
\ -
\\\ ,,l \ ”’,
22. Un gir de 90° i centre el vertex comu dels rectangles transforma I'un en altre A N
i ens mostra que el vertex comu és, justament, el centre de la circumferencia. A N\
partir d’aqui podreu raonar quin arc de la circumferéncia abasta I’angle demanat, | \
| |
que n’és un angle inscrit. [ /
\‘\\ //"
\\ //
\\\ V//'//
23. Podeu veure que, éssent O el centre del semicercle, els triangles PCO i OBQ sén g em——. - Q
triangles rectangles iguals. },D 72 I
',’ \\- l/ \‘1
[ 2 H
r 1
|| 1

_______

24.

Quin punt especial del triangle és el que hem as-
senyalat? Si g és el costat del quadrat, el perimetre
del triangle és a+b+c = 12q i I'area que cobreixen els
dos quadrats és 2¢°. Ara estudieu I’area del triangle, q
descompost en tres triangles com a la segona figura.

25.

El triangle que veieu remarcat a la figura és un triangle rectangle. L’altura sobre
la hipotenusa el descompon en dos triangles semblants. Si r, R sén els dos radis

2
resulta 5 = 5 Ja podreu deduir ’area demanada.
r

26.

El teorema de Pitagores permet relacionar el radi del semicercle gran amb els dels semicercles petits.
Percentatges en les tres primeres figures: 50 %, 40 % i 30 %. Seguira el 20 %7 Si en la quarta figura R i r
son els radis, considerareu un triangle rectangle de costats R, r i 4r.

€
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27. Podeu deduir que els tres triangles dibuixats (i molts altres) tenen la mateixa
area... i un dels que estan dibuixats és un triangle rectangle!

28. Com que ja coneixem la professora Catriona Agg, segur y
que imaginem que vol que deduim que les dues arees
s6n iguals, cosa que equival a veure que AB és parallela
a CD, és a dir que ABCD és un trapezi. Que hem de
comprovar sobre els dos angles assenyalats?

D
En la figura de la dreta, relacioneu « i § (angles oposats en un quadrilater ciclic; podeu fer servir la

propietat de 1’angle inscrit); després (i «y; finalment « i § (un altre quadrilater ciclic).

“spendi ugs O saysodsoy

Illusions optiques

Tenim el costum d’incloure en aquesta publicacié anual la referencia a algun material d’alguna de les enti-
tats nacionals que formen part de Le Kangourou sans frontiéres. Enguany ho fem amb unes pinzellades de
lopuscle Jeux d’illusions, ACL-les editions du Kangourou, una publicacié de I'any 2018 de ’associaci
francesa, la que va idear i impulsar el Cangur tal com el coneixem. Si visiteu el mmaca (Museu de
Matematiques de Catalunya) podreu revisar i aprofundir algunes de les experiéncies que tot seguit exposem.

Que és una illusio optica?
En el diccionari de I'TEC podem llegir
illusié. 1 1 f. [FS] [PS] [LC] Error dels sentits o de I'esperit que fa prendre per realitat I'aparenga. Una illusid optica.

optic -a 1 adj. [LC] [ZOA] Relatiu o pertanyent a la visié, a I'ull, als fendomens de la llum. Nervis optics. Illsié optica. Fix
optic. Angle optic.

Es a dir, que les illusions d’optica (que més exactament en podriem dir «illusions de percepcié visual®) sén
falses interpretacions que ens déna el sentit de la vista: 1’ull veu coses que en la realitat no existeixen o no
sén tal com les veiem. Mireu dos exemples:

En aquesta figura, hi ha representades quatre barres, o tres? Una escala impossible.

La segona de les imatges anteriors es pot entendre com una esquematitzacié senzilla de dues situacions
famoses, ('anomenada Fscala infinita de Penrose i La cascada, de M. C. Escher). Aquestes imatges ens
porten a la reflexié segiient: podem dibuixar objectes que no poden esdevenir reals?
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Illusions de longitud

En la figura de la dreta, allargueu el segment vertical (sense mirar la
graduacié del regle, és clar), fins que us sembli que el segment vertical i el
segment horitzontal tenen la mateixa longitud.

Tot seguit mesureu el segment horitzontal i el segment vertical i potser
tindreu una sorpresa.

Aquesta situacié s’anomena il-lusid de FLICK i s’explica pel fet que un

segment vertical sembla més llarg que un segment horitzontal. Es aixi

que, moltes vegades, tot i que la barra horitzontal d’una lletra T té la

mateixa mida que la barra vertical, aquesta sembla més llarga.

Teniu tot seguit una imatge, original del segle XIX, que s’emprava per a illustrar la illusié de Flick. Creieu

que el barret és més ample o alt? Mesureu els dos segments blancs... i ja podeu passar a unes altres dues
imatges que segurament també poden enganyar la vista.

A B c
M
X Xoooos000000 0 &
A B C F E D
Es més llarg AB o BC? Es més llarga la diagonal AFE o la diagonal EC?

En el primer cas potser us haura enganyat la illusié dita d’OPEL KUNDT que fa pensar que un espai ple és
més ampli que un espai buit.

En el segon cas les mesures estan preses perque les dues diagonals, AE en el parallelogram ABEF, i EC
en el rombe BCDE siguin iguals. Pot ser que hagueu tingut aquesta idea, i que «a ully us hagi semblat
més llarga AE que EC (illusié de SANDER) perquée ABEF ocupa més espai que BCDE... pero AE és la
diagonal curta de ABEF i en canvi EC és la diagonal llarga de BCDE.

L’efecte de perspectiva

Si mireu la primera figura, quin dels dos segments verds us
sembla més llarg?

Pero, de fet, la segona figura és la mateixa dibuixada en una
quadricula. Si 'analitzeu amb atencid, a quina conclusié ar-
ribeu?

Segurament heu patit ’anomenada illusio de Ponzo que ens
explica que mirem la longitud dels segments situant-los en
I’entorn que els envolta i aleshores imaginem la figura com si
fos un disseny en perspectiva.

Un dels exemples més coneguts d’aquesta illusié de
percepcid visual és el que teniu en la imatge de la
dreta.

Observeu els dos soldats; quin dirfeu que és més gros
en la figura? Penseu-ho... i ja podeu girar la pagina.
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Ara teniu la figura sense les linies de fons, les que
provoquen l’efecte de perspectiva. Com ho veieu?
Preneu un regle i mesureu cada soldat.

Com que en la imatge de la pagina anterior el soldat
1 esta situat sobre linies més espaiades que aquelles
sobre les quals es veu el soldat 2, en aquella situacié
el cervell compara la mida efectiva de cada soldat
sense abstreure’s del fons... i ens enganya.

Il-lusions animades

Hi ha algun moment, quan un cavall galopa, que
cap de les seves quatre potes toqui a terra?

A partir d’aquesta pregunta, durant el segle XIX
Eadweard Muybridge, un fotograf angles es va in-
teressar en la descomposicié fotografica del movi-
ment.

El procediment que va emprar és simple: es tracta de prendre fotografies molt seguides en intervals ben
curts i observar. Que respondrieu a la pregunta que encapgala aquest apartat?

A la reciproca, un bon nombre d’objectes han estat inventats per a recrear la illusié del moviment. Aquests
aparells funcionen basant-se en el principi de la persisténcia retiniana: quan hom veu una imatge, la guarda
en memoria un instant. Si un seguit d’imatges es mostren rapidament, el nostre cervell recrea el moviment.

metall o similar) es fixa una imatge per cada costat. Si es fa voltar

molt rapidament el disc, la persisténcia retiniana fa que es vegin les | QQ

dues imatges superposades. La imatge de la dreta en mostra un dels ™Y
primers models, popularitzat al segle Xix. Que es veura quan fem |

funcionar el taumatrop? Efectivament!!! Es veura 'ocell a la gabia!

Es ben cert que a partir d’aquests enginys va néixer la idea del ci-
nema. El més senzill és el taumatrop. En una planxa (de cartd, de

Mireu, si creem un taumatrop amb les dues imatges anteriors enganxades una al darrere de l'altra i el fem
voltar, veurem el logotip de Le Kangourou sans frontiéres que es mostra a la pagina del darrere de la coberta
d’aquest opuscle. Ara us expliquem com el podeu construir.

Haureu d’imprimir les dues imatges (que podreu descarregar amb bona resolucié de cangur.org/cang2021/).
En una planxa quadrada de carté de la mida adequada enganxeu en cada cara una imatge, una collocada
en sentit invers de l'altra. Feu forats als punts negres de les imatges. Retalleu dos trossos de fil de goma
(com el que va a les carpetes) d'uns 30 cm cada un. En feu passar un per cada forat i els feu un nus; estireu
pels dos extrems; feu girar el cartré un munt de vegades... i quan el deixeu anar veureu el taumatrop en
funcionament. Que hi hagi sort!
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Illusions de linies corbes i parallelisme

Acabem aquestes pinzellades del llibre Jeux d’illusions, ACL- les editions
du Kangourou amb unes darreres situacions en que possiblement tindrem
falses impressions degudes a la superposicié d’elements grafics.

En la imatge de la dreta, quina és la forma de la figura negra? Es un
quadrat o els costats son arcs, linies amb una lleugera curvatura?

La mateixa pregunta per a les dues linies vermelles de la figura segiient.

La darrera imatge que presentem rep el nom de la illusio «café wally» perque
en el cafe de Bristol que teniu a la foto, a mitjans dels anys 70, la gent es
va comencar a preguntar si les linies de morter que subjectaven horitzon-
talment les rajoles eren rectes paralleles o no. Ho sén?
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Construccié realitzable o illusié optica?
De la portada del llibre JEUX D’ILLUSIONS
ACL - les Editions du Kangourou

Merci beaucoup pour votre travail!

Catriona Agg @Cshearer41
" What fraction of this regular hexagon do the equilateral triangles cover?

Un bolcat de pantalla del twitter de Catriona Agg
Gracies per la teva visié de la geometria!
Thank you very much!

Una publicacié de la comissiéo Cangur de la Societat Catalana de Matematiques

Juny de 2021




